Klasyczna teoria laminatow



Dzieki temu, ze grubos¢ warstw kompozytow wtoknistych jest zazwyczaj duzo mniejsza od ich
pozostatych wymiarow, mozemy przyjac¢ zatozenie, ze pracujg one w ptaskim stanie naprezenia,
czyli ze:

O33 = T3 = T3, =0

W zwigzku z tym w analizie warstwy ortotropowej brane sg pod uwage tylko odksztatcenia €,
€,, I Y1,- Zalezno$¢ miedzy odksztatceniami i naprezeniami przybiera zatem postac:
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Ogolny zwigzek na odksztatcenia-naprezenia w dowolnym uktadzie wspotrzednych x, vy, z
obréocony o kat a w ptaszczyznie warstwy wzgledem uktadu 1, 2, 3 ma postac:
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Przy rozwazaniu wtasnosci laminatu sktadajgcego sie z wielu warstw ortotropowych scisle
zwigzanych ze sobg zaktada sie, ze pracuje on jak zwarta powtoka. Najprostsze opisy
matematyczne otrzymaé mozna dla tak zwanych laminatéw cienkich, gdzie grubosci
poszczegolnych warstw jak i grubos¢ catkowita sg znacznie mniejsze od pozostatych wymiarow.

Zaktadamy, ze:

e Warstwy ortotropowe sg sztywno potgczone ze sobg, potgczenie ma zerowg grubos¢, warstwy
nie moga sie przemieszcza¢ wzgledem siebie,

e Poszczegdlne warstwy majg jednorodne wtasciwosci, tzn. nie zmieniajg sie one wraz ze
wspotrzednymi x i y.
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Laminat sktadajacy sie z wielu warstw ortotropowych: a) sity wewnetrzne, b) przyktadowy rozktad
naprezen po grubosci laminatu



Wypadkowe sity i momenty mozemy okresli¢ z zaleznosci:
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gdzie:
Exr Eyr Yy — odksztatcenia btonowe
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— krzywizny powierzchni laminatu;

w — ugiecie powierzchni srodkowej laminatu;

N,, N, N,,, M,, M,, M, - sity wewnetrzne;

Xy’

A — macierz sztywnosci tarczowej (extensional stiffness matrix);

B — macierz sztywnosci sprzezenia miedzy rozcigganiem i zginaniem (bending-extension coupling stiffness
matrix);

D — macierz sztywnosci gietno-skretnej laminatu (bending stiffness matrix).



Macierze A, B, D, kazda o wymiarach 3x3, ktdore charakteryzujg zachowanie sie laminatu sg
symetryczne i zalezg od wifasciwosci wszystkich warstw ortotropowych, ich orientacji i

usytuowania w laminacie:
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gdzie:
i=1,2,6,j=1,2,6
z,— odlegtosc k-tej warstwy od powierzchni Sredniej;
N — liczba warstw;

Q,.j*k — macierz sztywnosci k-tej warstwy transformowana do ukfadu xy.
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Macierze A, B i D zaleza od wtasciwosci, grubosci, ale takze od kata utozenia warstw. Jezeli
laminat utworzony jest z warstw jednego rodzaju, co w praktyce zdarza sie bardzo czesto, do jego
opisania potrzebne jest zdefiniowanie katéw orientacji warstw. Definiuje sie je zwykle zgodnie z
kierunkiem osi z. Poszczegdlne warstwy oddziela sie ukosnikami, a catos¢ umieszcza sie w
nawiasie kwadratowym.

np.: [0/45/90]




Indeks dolny oznacza n-krotne powtorzenie warstwy:
np.: [0,/45,/90] = [0/0/45/45/90]

Jezeli po nawiasie kwadratowym jest indeks S, oznacza to, ze podany uktad warstw jest odbity
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny symetrii uktadu warstw.

np.:
[0/45/90] = [0/45/90/90/45/0]
[90,/0/-45,] = [90/90/0/-45/-45/-45/-45/0/90/90]



Poszczegdlne wyrazy macierzy A, B i D sg odpowiedzialne za sprzezenia w zachowaniu laminatu:

e Sprzezenie scinanie — rozcigganie/Sciskanie,

e Sprzezenie zginanie — rozcigganie/sciskanie, scinanie - skrecanie,
e Sprzezenie skrecanie — rozcigganie/sciskanie, zginanie - $cinanie,
e Sprzezenie zginanie — skrecanie.

Ne) [A11 A Al (& Biy Bi, Big|(¥x
Ny } =141, Ay Agg {gy } +|B12 By By {Ky}
Nyy | Arg Aze Aes|\Yxy) |Bis Bzs Bee | \Kxy

%ERE
I

o o
[y

N

vy

N

N

wy

N

(@)

5
N
fIss
[UnY
(@)
wy
N
(@)
wy
(@)
(@)



Elementy A, A, Bie Bye, Dig i D, Znikajg, jezeli macierze sztywnosci wszystkich warstw maja
postac:

-Q11 Q12 0
[Q] = [Q12 Q22 0
0 0 Qes]

Czyli warstwy muszg mie¢ katy zbrojenia tylko 0/90. Wtedy réwnania sit i momentéw maijg
postac:
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Metodg zerowania elementéw macierzy B; jest zastosowanie symetrycznego uktadu warstw, czyli
takiego, w ktorym uktad warstw po jednej stronie powierzchni sSrodkowej jest lustrzanym
odbiciem ukfadu warstw po drugiej stronie. Czyli np.:

[0°/45°/90°/90°/45°/0°] = [0°/45°/90°]
Sg mozliwe rowniez symetryczne uktady warstw z nieparzystg liczbg warstw, np.:

[0°/45°/90°/45°/0°], ale wtedy nie mozemy stosowac notacji skroconej.

Rozpatrzmy symetryczny laminat o uktadzie warstw [30°/0°].. Grubos$¢ warstwy t = 1.
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Zatem dla dowolnego laminatu symetrycznego:
[A;]20, [D;]#0, ale [B;]=0

W zwigzku z tym rownania sit i momentow dla dowolnego laminatu symetrycznego wygladaja
nastepujgco:
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Nalezy zwrdci¢ uwage, ze aby laminat byt symetryczny, nie tylko musi on mie¢ symetryczny ukfad
warstw, ale tez warstwy, z ktorych jest on zrobiony muszg by¢ symetryczne same w sobie.
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W przypadku tkaniny satynowej:
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Wiekszos¢ widkien osnowy idzie ‘dotem’, wiec jezeli tkanine odwrdcimy, sytuacja nie bedzie
analogiczna. Nastepujgcy uktad warstw nie jest wiec symetryczny:

Nalezy warstwy odwrdci¢ tak, aby pary warstw byly symetryczne wzgledem siebie zachowujac

ukierunkowanie warstw:




Inng mozliwoscig ‘wyzerowania’ niektérych elementow macierzy jest tzw. laminat zrownowazony
(balanced), czyli taki, w ktérym warstwy o zbrojeniu innym niz 0°/90° sg zréwnowazone warstwa
o ujemnym kacie zbrojenia, czyli, np.: kazdej warstwie o zbrojeniu 45° odpowiada warstwa -45°,
kazdej warstwie o zbrojeniu 30° odpowiada warstwa o zbrojeniu -30°, itd. i antysymetryczny.
Warstwy te muszg miec takie same wtasciwosci i grubosci.

Dla przyktadu rozpatrzmy laminat ztozony z dwdch warstw: [-30°/30°]. Dla uproszczenia
przyjmijmy grubosc¢ warstwy t = 1.
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W zwigzku z tym:
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Zatem dla dowolnego laminatu zrbwnowazonego i antysymetrycznego:

W zwigzku z tym réwnania sit i momentow dla dowolnego zrownowazonego laminatu wygladaja
nastepujgco:
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Jezeli natomiast laminat jest zrownowazony, ale symetryczny: D, #0 i D, #0.

W zwigzku z tym réwnania sit i momentow dla dowolnego zrownowazonego laminatu wygladaja
nastepujgco:
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Aby zatem otrzymac laminat, dla ktérego zwiazki odksztatcenie-naprezenie beda jak najbardziej
zblizone do materiatu izotropowego, nalezy zaprojektowac uktad warstw, ktory bedzie :

e Zréwnowazony (eliminacja sprzezenia rozcigganie-Scinanie),
e Symetryczny (eliminacja sprzezenia rozcigganie-zginanie i rozcigganie — skrecanie).

W takim wypadku rownania sit i momentow wygladajg nastepujaco:
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Przyktadem laminatu, w ktorym unikniemy wiekszosci sprzezen jest np.:
[0°/45°/90°/-45°]



Jezeli w laminacie wystepujg sprzezenia, gotowa konstrukcja bedzie sie zachowywaé w sposob
nieprzewidywalny, np.:

e Element rozciggany zacznie sie skrecac,
e Element rozciggany ulegnie odksztatceniom postaciowym.

Niepozadane odksztatcenia mozna zablokowaé ‘na site’, ale spowoduje to wprowadzenie w
strukture dodatkowych naprezen, ktore nie zostaty uwzglednione w procesie projektowania, co w
skrajnych przypadkach moze doprowadzi¢ do katastrofy.

Sprzezenia w laminatach mogg by¢ rowniez pozyteczne. Jezeli konstruktor jest Swiadomy ich
istnienia, moze sie nimi postuzy¢, zeby osiggnac korzystne efekty. Sprzezenia w konstrukcjach
laminatowych zostaty wykorzystane w samolocie Grumman X-29A do redukcji skrecenia skrzydet.



vz -3

https://www.whiteeagléaerospace.com/x-29a-ta-ke§—aik_/
Samolot Grumman X-29A

Z uwagi na nowatorskie rozwigzanie konstrukcji skrzydet, ktéra miata na celu redukcje oporu przy
predkosciach okotodzwiekowych i jednoczesng poprawe charakterystyk przy matych
predkosciach, dziatat na nie bardzo duzy aerodynamiczny moment skrecajgcy. Wynikajace z

niego skrecenie skrzydet mozna byto wyeliminowac¢ w sposob tradycyjny zwiekszajgc znaczaco
sztywnosc konstrukgji, co jednak wigzatoby sie ze wzrostem masy.



Dlatego zastosowano uktad warstw kompozytowych, ktory miat sprzezenie zginanie-skrecenie.
Pod wptywem sity nosnej skrzydta sie uginaty, co powodowato rowniez skrecanie, ktore
czesciowo rownowazyto skrecanie aerodynamiczne.

Metalowe skrzydfo ugina sie i skreca Skrzydto kompozytowe ugina sie bez skrecenia

[Jones]



Laminaty quasi-izotropowe

Jeszcze jedng charakterystyczng grupg laminatdw s3 laminaty quasi-izotropowe. Laminatami quasi-
izotropowymi okresla sie laminaty o takiej budowie, ze elementy macierzy sztywnosci [A] w dowolnym
uktadzie odniesienia xy spetniajg warunki:

1
Age = E (A11 - A12)

W materiale izotropowym macierz sztywnosci [Q], a w konsekwencji macierz sztywnosci tarczowej [A]
spetniajg takie wtasnie warunki. Formalne podobienstwo macierzy [A] dla materiatow izotropowych i tej
szczegllnej klasy laminatéw sprawia, ze zostaty one nazwane quasi-izotropowymi. Nazwa ta jest
adekwatna takze z tego powodu, ze makroskopowo kompozyty quasi-izotropowe zachowujg sie, jak
materiaty izotropowe, tzn. ich charakterystyki materialowe nie zmieniajg sie przy obrocie uktadu
odniesienia. Sg to jednak w dalszym ciggu laminaty z ich wszystkimi charakterystycznymi cechami, jak
chocby tg, ze naprezenia po grubosci zmieniajg sie skokowo miedzy warstwami, co rozni je od ‘zwyktego’
materiatu izotropowego — stad w nazwie przedrostek ‘quasi’.



Przyktadem kompozytu quasi-izotropowego jest kompozyt zbrojony losowo roztozonymi
widknami, co oznacza jednakowe prawdopodobieristwo ich rozmieszczenia w dowolnym
kierunku. Ceche quasi-izotropii mogg posiadac rowniez klasyczne laminaty ztozone z warstw
zbrojonych wtéknem ciggtym. Podstawowe sekwencje warstw dla tej klasy laminatéw maja kody:
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Na ich bazie mozna tworzy¢ quasi-izotropowe laminaty, np.:
[60°/0°/-60°] — katy miedzy warstwami wynoszg m/3
[90°/45°/0°/-45°] — katy miedzy warstwami wynosza n/4

Laminaty quasi-izotropowe majg te zalete, ze konstruujgc odpowiedni laminat (tzn. dobierajac
odpowiedni materiat i utozenie warstw) mozna uzyskac te same wartosci statych inzynierskich, co
dla klasycznych materiatéw izotropowych, ale przy nizszej masie.



Naprezenia termiczne

Sama analiza mechaniczna nie wystarcza w momencie, gdy laminat jest utwardzany w
podwyzszonej temperaturze. W takim przypadku powstajg w nim naprezenia termiczne,
ktore muszg zostaC wziete pod uwage. Termosprezysta zaleznos¢ miedzy odksztatceniem i
naprezeniem ma postac:

& = Sijo-ij + CZiAT

W ktorej catkowite odksztatcenie jest suma odksztatcen mechanicznych S;0; i odksztatcenia
termicznego o AT dla roznych temperatur AT. Zaleznos¢ miedzy naprezeniami i
odksztatceniami ma postac:

0; = Q;j(& — a;AT)



Dla ptaskiego stanu naprezen warstwy w gtownych osiach ortotropii:

Q21 Q2 0 ||€&22 — @ AT
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Prosze zauwazyC¢, ze rozszerzalnosc¢ cieplna wptywa tylko na odksztatcenia liniowe, a nie kat
odksztatcenia postaciowego.
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Naprezenia w uktadzie wspotrzednych laminatu sg opisane rownaniami:

Qi Q2 Q6| &vy — @yAT
Q16 Q26 Qge| |Vry — xyAT |
Gdzie wspdtczynnik a,, sygnalizuje pojawienie sie rozszerzalnosci cieplnej, ktora powoduje
scinanie.
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Gdzie sity termiczne opisane s3g catka:

Q11
Q12
Q16

B16-
B26

Bes

|

Ex

Ey
Vxy

( T\ B %
My Q11
S M}; >=f Q12
MI _Qik6

Q12
Q22
Q26

Podobnie otrzymujemy wyrazenia na momenty:

|

Gdzie momenty termiczne opisane sg wzorami:
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Zatem rownania sit i momentow mogg zostac przedstawione w postaci:
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W tej postaci sity i momenty termiczne sg traktowane jako dodatkowe obcigzenia dziatajace na
laminat poza obcigzeniami mechanicznymi.



